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1. Teorie harmonické analyzy
Harmonicka analyza predstavuje vyjadreni signdlu z plvodni formy zavislé na Case na frekvenéné zavisly tvar. Tedy
zpUsob jak z periodického signalu zjistit zastoupeni jednotlivych harmonickych kmitoctd.

Na obr. 1 je priklad kde je "Cerna" funkce souctem "Cervené f1", "Zluté f2" a "modré f3" v oblasti jedné periody

funkce "¢ervena f1" s relativni frekvenci f; = 1

stejnosmérna . .
sloska frekvence faze [°] amplituda
1 0 1 0 15
f2 0 2 90 20
f3 10 3 0 5
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Obr. 1: Priklad skladdni kmitoctu

Vyjadreni je provedeno pomoci harmonickych signall funkci SINus a COSinus. Zakladem pro tuto analyza

je Fourierova véta:

v s w o L , L 1
Kazda jednoznacné urcena periodicka funkce F(t) s opakovaci periodou T a opakovacim kmitoctem f, = T
ktera ma v intervalu T konec¢ny pocet extrému a nespojitosti, mlZe byt vyjadfena nekone¢nou goniometrickou fadou

vetvaru f, = ag + a;cos(wg t) + ... + a,cos(wgt) + bysin(wyt) + ... + b, sin(wgy t)

» o je Uhlovy kmitocet odpovidajici 2nf a vyjadfuje, kolikrat za dobu 1 sekundy dojde k otoceni fazoru
po obvodu celé kruznice

» Clen ag je stfedni hodnotou funkce za dobu periody T a predstavuje tzv. stejnosmérnou slozku

» dalsi ¢leny predstavuji tzv. sinusové a kosinusové slozky Fourierova rozvoje, jejich kmitocty jsou celistvé
nasobky opakovaciho kmitoctu

» proménné a; ...a, a by ... b, se nazyvaji Fourierovy soucinitele




Podminky, za kterych je mozno takto s funkci pracovat se nazyvaiji Dirichletovy podminky a jsou exaktné uréeny takto:

. f(t) je periodicka funkce
. uvnitf zadaného intervalu (jedné periody) musi byt f(t) alespon po ¢astech spojita

. uvnitf daného intervalu musi mit f(t) konecny pocet extrému

H W N =

. f(t) musi byt definovana v krajnich bodech intervalu, které nabyvaji konecnych hodnot

Dvojice ¢lend goniometrické fady se stejnym indexem lze spojit v jeden clen. V pfipadé indexu "1" jde o prvni
harmonickou. Podobné tomu je u vysSich harmonickych slozek.

a; cos(wg t) + bysin(wy t) = Ajcos(wogt— @q)

Graficky lze situaci vyjadFit pomoci fazoru:

bn
Z fazorového diagramu lze odvodit vzajemné souvislosti:
An = \JaZ +b}
by,
@, = arctg a—n
a, = A, cos ¢, b, = A, sin @,

Matematicka metoda harmonické analyzy predpoklada dostupnost analytického vyjadieni zkoumané funkce. To je proto
v praxi nepouZitelné a musi byt vyuZita néktera z forem numerickych metod. Vysledkem takové analyzy mize byt napft.
grafické vyjadreni frekvencniho spektra pomoci sloupcového grafu, viz obr. 2, kde vyska jednotlivych sloupcl predstavuje

amplitudu pfislusné harmonické slozky.

frekvencni spektrum
25
20
15
10
5
0 [

A0 Al A2 A3 Ad A5 A6 A7 A8

Obr. 2: Grafické vyjadreni frekvencniho spektra signdlu




2. Numericka metoda harmonické analyzy
Metoda vyuzivd namérenych hodnot v Case, které odpovidaji okamzitym Urovnim signdlu. Tato data musi byt

vzorkovana kmitocCtem, ktery odpovida Nyquist-Shannon-Kotelnikovu teorému:

»Ppresnd rekonstrukce spojitého, frekvenéné omezeného signdlu z jeho vzorki je mozna tehdy, pokud byla vzorkovaci

frekvence vyssi neZ dvojndsobek nejvyssi harmonické sloZky vzorkovaného signalu”

Nejprve musi byt tedy rozhodnuto o periodé signalu. Periodu (otoceni fazoru po obvodu celé kruznice) o délce 2n
rozdélime na "c" stejnych dilkd, kdy ¢ > 24 + 2 . Sitka vzorkovani A, = 2771 .V tomto intervalu se pouzZije hodnota

napr. z pocatku intervalu (na vzestupné hrané vzorkovaciho impulzu).
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Obr. 3: Vzorkovany signal

V prikladu signalu na obr. 3 byla zvolena perioda odpovidajici Sifce zabéru obrazku. Z tohoto intervalu bylo vytéZzeno 20
vzorkd. Vzorek €. 21 odpovida svou hodnotou vzorku €. 1 a nebude s nim pocitano, protoze patfi do intervalu nasledujici
periody. Namérené hodnoty byly zaokrouhleny pro nazornost na cela Cisla. K zaokrouhlovani doslo i v nasledujicich

praktickych vypoctech.




Namérené hodnoty tvori fadu dat:

vzorek ¢. | hodnota vzorek ¢. | hodnota
1 30 11 30
2 35 12 18
3 30 13 3
4 18 14 -10
5 5 15 -18
6 0 16 -20
7 5 17 -18
) 18 18 -10
9 30 19 3
10 35 20 18

Obecné vztahy pro Fourierovy soucinitele harmonickych sloZek jsou:

2 k=c
a, = — Vi cos(n ay)
¢ k=1
k=c
2
b, = z Vi sin(n ay)

&
1l
=

Jde tedy v principu o eliminacni porovnavani skute¢nych hodnot s témi, které bychom predpokladali, pokud by

harmonicka slozka byla v signalu zastoupena.

Pro stejnosmérnou slozku plati:

|

Pro vypocet amplitudy a faze harmonické slozky pouzijeme odvozeného vztahu:
A, = Ja2 + b?

@, = arctg a,



3. Vypocet harmonickych slozek signalu
Ve vyse uvedeném prikladu signdlu na obr. 3 bude pouZito ¢ = 20 jelikoz je pouZito 20 vzorkd v periodé a zkoumana
harmonicka slozka "n" bude v jednotlivych vypoctech nabyvat prislusné hodnoty. Pro 1. harmonickou bude napf. n=1.

Namérené hodnoty: [30; 35; 30; 18; 5; 0; 5; 18; 30; 35; 30; 18; 3; -10; -18; -20; -18; -10; 3; 18]

3.1 Vypocet stejnosmérné slozky

ao=%*(30+35+30+18+5+O+5+18+30+35+30+18+3-10-18-20 -18 -10 +3 +18)
ao=0,05 * 200

ao=10

3.2 Vypocet soucinitele "a"
Vyraz 2—7; * (k — 1) v nasledujicich vzorcich odpovida natoceni fazoru pro dany krok vypoctu v rdmci jedné periody, kdy

probéhne otoceni tohoto fazoru po celém obvodu kruznice. Vypocet goniometrickych funkci probiha v RADianech.

2 k=20 2
T
m=ﬁgkwwn5yw—m

ar= 22—0 *1(30 *cos(1*0,314 *0))+ (35 *cos (1 ¥0,314 *1))+ (30 *cos (1 ¥ 0,314 *2) + ... ]

a1=0,1*[30+33,15+24,07 +...]

a1=0
k=20
2 2 2r K—1
@, = 55 ) Yicos(2x o+ (k= 1)
k=1
az= 22—0) *[(30 *cos(2*0,314 *0)) + (35 *cos (2 *0,314*1)) + (30 *cos (2* 0,314 *2) + ... ]

a2=0,1*[30+28,20+9,19 +...]

a2=20



3.3 Vypocet soucinitele "b"

k=20

b 2z in(1 2 k—1
= * * —
1m;nm ~5* (k=1)

b1 =% *[(30 *sin (1 *0,314 *0)) + (35 *sin (1 * 0,314 *1)) + (30 *sin (1 * 0,314 * 2) +... ]
b1=0,1*[0+10,77 +17,49 + ... ]

b1=15

k=20
by = = in(Z« X (k-1
Z—E;WM*%M—»

b = %) * [ (80 * sin (2 * 0,314 * 0)) + (35 * sin (2 * 0,314 * 1)) + (30 * sin (2* 0,314 *2) +... ]
b2=0,1*[0+20,49 +28,3 +...]

b2=0

3.4 Vypocet amplitudy 1. harmonické

A = faf+b12
A; = 40+ 152
A1=15

Vyska amplitudy je relativni hodnota v jednotkach, ve kterych bylo provedeno méreni vstupnich hodnot.

3.5 Vypocet fazového posunu 1. harmonické
o1 = arctg -
, 15
$1 = ATt9 50000000001

Pokud je soucinitel an roven nule, nebo by mél byt na nulovou hodnotu zaokrouhlen, musi byt nahrazen zanedbatelné

malym cislem rGznym od nuly, napf. 0,0000000001. Tim se predejde délenim nulou, které neni mozné provést.

— T —_— 900
@1 = 5=
Fazovy posun uddava uhel posunuti harmonické slozky od pribéhu funkce COSinus. Vyse uvedena 1. harmonickd ma

ve vzorkované periodé podobu funkce SINus s pocatkem v nule.



4, Pfistrojova analyza

SloZitéjsi pribéhy signall je vzhledem k mnoZstvi obsazenych harmonickych sloZzek potreba vzorkovat daleko podrobnéji.
Specialni pfristroje, jako jsou digitalni osciloskopy a analyzatory, pouzivaji ke zpracovani namérenych dat "Rychlou
Fourierovu Transformaci" angl. Fast Fourier Transform, zkracené FFT. Jedna se o uUcinny algoritmus, pomoci kterého Ize

efektivné zpracovat v redIném case velké mnoiZstvi dat.

Obr. 4: Pracovisté s osciloskopem s podporou FFT
Na obr. 5 je obrazovka osciloskopu s priibéhem obdéInikového signélu a kontrolniho impulsniho signalu s 5-ti ndsobnou
frekvenci. Pro "Zluty" signal je nastavena velikost dilku na 500 mV a pfi vysce 4 dilky ma amplitudu 2Vpp (peak-peak).

Frekvenci Ize odvodit z Sitky dilku, ktera je 1,0 ms, coZ odpovida 1kHz.

CHTDC-_f 81

Obr. 5: Obrazovka osciloskopu s pribéhem obdélnikového signdlu
Na obr. ¢. 6 je provedena analyza FFT, ze které je patrné zastoupeni vyssich harmonickych kmito¢tl. Na obr. €. 7 je

pomoci kurzoru odectena hodnota rozestupu vyssich harmonickych sloZek a jejich amplituda.
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Obr. 7: Obrazovka osciloskopu s analyzou FFT a zdkladnim mérenim
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